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概要
分割数の理論で、オイラーは五角数定理の他に O=D 定理を証明
した。これはある 2 種類の分割 (Odd, Distinct) の個数が等し
いという主張。今回は考え方や証明まで含めて定理を紹介する。

証明のポイントは、実は

1` x2

1` x
= 1 + x

という非常に単純な等式である。
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分割数の理論
自然数の分割の数え上げに関する理論。ヤコ
ビ、ガウス、オイラー、マクマホン、ハー
ディ、ラマヌジャンなど名だたる数学者が代
数学、解析学、組合せ論などを総動員して研
究を行った。
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分割
自然数 n の分割とは、自然数の単調減少列
で、その成分の和が n になるものである。例
えば、

5 + 3 + 3 + 2

は 13 の分割。
分割の各項を和因子と呼ぶ。
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分割はよく  を並べて表す。例えば、
13=5+3+3+2 は

             
と表せる。
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分割に条件を課していくと、いろいろな種類ものを考えること
ができる。
長方形：和因子が 1 種類しかないもの。

            
三角形：和因子が 1 ずつ減り、1 で終わるもの。

      
和因子がすべて奇数のもの。
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他にも、
和因子がすべて 3 の倍数であるもの
和因子の個数が 3 個以下のもの
和因子が相異なるもの
和因子に 24 の倍数は出てこないもの

…などなど、実に多様な分割が存在する。
さて、分割に関する問題は…やはり数え上げである。

主要な問題
n のある条件を満たす分割は何通りあるか？

まずは、何の条件もつけずに、すべての分割を数えてみよう。
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分割数
p(n) で非負整数 n の分割の個数を表す。た
だし、p(0) = 1 と約束する。

例えば、n = 1 :

 
n = 2 :

    
より p(1) = 1; p(2) = 2.
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n = 3 :

      
   

より、p(3) = 3.
n = 4 :

            
    

    
より p(4) = 5.

…ここまではフィボナッチ数列と一致！
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n 0 1 2 3 4 5 6 7 ´ ´ ´
p(n) 1 1 2 3 5 7 11 15 ´ ´ ´

しかし、実は p(5) = 7 なので事はそう単純
ではない。
ただ、数列 (p(n)) が単調増加であること
はすぐわかる。

p(n+ 1) – p(n)
（n の分割の末尾に 1 を加えると、n+ 1 の
分割ができるから）p(n) の一般項は何だ
ろう？
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実は、p(n) には Hardy-Ramanujan-Rademacher による
公式が知られていて、n の式による表示が存在する。ただし、こ
れはとても複雑である。
他の種類の分割数についてもそうで、分割の個数を決める数式
は、とても複雑かあるいは全く知られていないことが多い。そう
なると数え上げ問題はあまりうまくいかなそうだが…
ここで、発想を変えてみる。ある 2 種類の分割の個数が等しい
ということは（その 2 種類が何通りか分からなくても）全単射を
構成すれば証明できる。オイラーの五角数定理のフランクリンに
よる証明は、この手法による。

11 / 24



例えば、
100 の分割　と、
300 の、和因子がすべて 3 の倍数から成る分割

は個数が等しい。これは自然な全単射

100 = –1 + –2 + ´ ´ ´+ –k

l

300 = 3–1 + 3–2 + ´ ´ ´+ 3–k
が存在するからである。
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自己共役
転置しても変わらない分割を自己共役という。例えば、

4 + 3 + 3 + 1 =

           
は自己共役。
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n の
自己共役な分割　と
和因子が奇数の分割

の個数は等しいこともすぐわかる。次のよう
な全単射を構成すればよい。（これを数式で書
くとわりと手間だが、図で書けば一目瞭然）
           

 !
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ところが、このような全単射を構成しなく
ても分割の個数が等しいことを証明できるさ
らに強力な方法がある。
記号 q を用意しよう。数列 a(n)
(n – 0) に対して

A(q) =
1
X

n=0
a(n)qn

を a(n) の母関数という。
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2 つの数列の母関数が等しければ、数列も
等しいことになる。つまり、

A(q) =
1
X

n=0
a(n)qn; B(q) =

1
X

n=0
b(n)qn

なら

A(q) = B(q) () a(n) = b(n) 8n:

さて、いよいよオイラーの D=O 定理の話
に移る。
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すべての和因子が奇数の分割をO 分割と呼ぶことにしよう。
例えば、

9 = 7 + 1 + 1 = 5 + 3 + 1 = 5 + 1 + 1 + 1 + 1

= 3 + 3 + 3 = 3 + 3 + 1 + 1 + 1 = 3 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

= 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

などは 9 の O 分割である。自然数 n の奇数分割の個数を
pO(n) で表す。上の式が 9 の O 分割すべてを尽くすので、
pO(9) = 8.
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また、各和因子が相異なる分割を D 分割と呼ぶことにする。

9 = 8 + 1 = 7 + 2 = 6 + 3 = 5 + 4

= 6 + 2 + 1 = 5 + 3 + 1 = 4 + 3 + 2

pD(n) で n の D 分割の個数を表せば、pD(9) = 8 であり、
pO(9) に等しい。実は、この一致は偶然ではなく、すべての非負
整数 n について正しい。（ただし、pO(0) = pD(0) = 1 と約束
する）
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オイラーの O=D 定理
すべての自然数 n に対して、n の O 分割と D 分割の個数は等
しい。

証明：母関数

PO(q) =
1
X

n=0

pO(n)q
n; PD(q) =

1
X

n=0

pD(n)q
n

を考えて、PO(q) = PD(q) を示せばよい。
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無限積

1
Y

k=1

1

1` q2k`1
=

1

(1` q)(1` q3)(1` q5) ´ ´ ´

= (1+q+q2+´ ´ ´ )(1+q3+q6+´ ´ ´ )(1+q5+q10+´ ´ ´ ) ´ ´ ´

を考えると、展開後の各項は

q–1+–2+´´´+–m; –jは奇数の倍数

の形であるから、整理すればこのベキ級数は pO(n) に等しい。

すなわち、PO(q) =
1
Y

k=1

1

1` q2k`1
である。
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また、無限積
1
Y

k=1

(1 + qk) = (1 + q)(1 + q2)(1 + q3) ´ ´ ´

を展開すれば

q–1+–2+´´´+–m; –1; –2; : : : ; –m は相異なる

のような項が出て来る。これは D 分割に対応する。しかも、どん
な自然数の D 分割も必ず 1 回だけこの展開に登場する。した
がって、整理すればこの級数は

1
X

n=0

pD(n)q
n

に等しい。
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pO の方の母関数を変形していくと、

PO(q) =
1

1` q
1

1` q3
1

1` q5
´ ´ ´

=
1

1` q
1` q2

1` q2
1

1` q3
1` q4

1` q4
1

1` q5
´ ´ ´

=
1
Y

k=1

1` q2k

1` qk
=
1
Y

k=1

(1 + qk)

= PD(q):
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このような方法によって、ある 2 種類の分割の個数が等しいこ
ともどんどん示せる。例えば、

1` x3

1` x
= 1 + x+ x2

を使っても似たような結果が証明できる。
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以上です。ありがとうございました。
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